Das zeichnerische spharische Rechnen
im Mathematik- und Astronomieunterricht

... und eine Uberraschende neue Deutung
des Stonehenge-Bauplans
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Einleitung

Die Phanomenologie der Gestirnshewegungen tiber dem Horizont eines Beobachters |&sst sich
— Uberraschend genug! — mit der Grundannahme einer Himmelskugel anschaulich darstellen
und qualitativ und quantitativ richtig beschreiben. Die Abbildung 1 zeigt z.B. die im Laufe
des Jahres veranderliche Sonnenbahn in Gestalt von parallelen Bogenstlicken auf einer
Halbkugel. Dabei ist es ohne Belang, ob es diese Kugel in materieller Form Gberhaupt gibt,
bzw. wie grol3 sie in einem solchen Fall wére. Es geht hier nur um die Winkelbeziehungen der
Gestirne zu den Bezugskreisen des Horizontes und des Himmelaquators und den Polen dieser
beiden Fundamental ebenen — den Zenit und den Himmelspol (Abb. 2).

Ausdrei beliebigen Punkten an der Sphére, die nicht auf einer kiirzestmdéglichen Verbindung
liegen, lassen sich eine Vielzahl von Dreiecken formen, je nachdem, wie die Verbindung von
je zwel dieser Punkte erfolgt — entlang eines Kleinkreises oder eines Grof3kreises. Die
Abbildung 2 enthdt in hellblau ein Kreisdreieck, das nur von Grof3kreissegmenten begrenzt
wird. Verbindet man dagegen den Himmelspol und den Stern entlang des Hohenkreises — ein
Kleinkreis, dessen Mitte nicht durch die Spharenmitte geht-, so erhdt man das um den
dunkelblauen Bereich erweiterte Dreieck. Die Dreiecke, die nur aus Grof3krei ssegmenten
gebildet sind, beanspruchen eine Sonderstellung, da sie mit den Winkelbeziehungen
korrespondieren, die ein Beobachter feststellt, der ohne die hilfreiche Vorstellung der
gedachten Himmelskugel auskommen will (Abb. 3). Da absolute Langenmal3e keine Rolle
spielen (der Radius der Himmelskugel ist ohne Belang), handelt es sich auch bel den
Bogenstiicken entlang der Himmelskugel um Winkel, die sogenannten ,, Seitenwinkel“ a, b, c.
Man erhdlt siein einer Vorstellungswelt ohne Himmelskugel als jene Winkel, die sich



zwischen den Blickrichtungen zu zwel Punkten der Sphére aufspannen (Abb. 3). Die
Innenwinkel A, B, C des sphérischen Dreiecks sind dann jene Winkel, um die die zwei
Ebenen, jeweils gebildet aus zwei Dreieckspunkten und dem Beobachter in der Mitte M,
gegeneinander verkippt sind. Sie sind aso nicht unmittelbar sichtbar, sondern erschlief3en sich
durch das Kalkdl.

Fur die Beziehungen zwischen den Innen- und Seitenwinkeln des sphérischen Dreiecks hélt
die sphérische Trigonometrie einen Sinus- und zwei Kosinussétze bereit. In der
Schulmathematik, die sich zumeist mit der Geometrie auf der Ebene befasst, werden sie nicht
behandelt, und im Astronomiestudium, das an die modernen Forschungsfelder heranfihren
will, tauchen sie eher als,, Blockschaubild“ einer heute Uberholten Form der erdgestiitzten
Astrometrie auf, an das sich noch vereinzelt Ubungen zur Forderung der erweiterten
astronomischen Elementarbildung anschlief3en.

Nicht, dass die sphérische Astronomie einen hdheren Stellenwert in der modernen
astrophysikalischen Ausbildung beanspruchen sollte - nein, nattrlich nicht, aber warum man
im Zeitalter der Globalisierung, in dem weltumspannende Beziehungen per Flugreisen und
Internet mittlerweile zum taglichen Leben gehodren, die mathematische Beschreibung der
Kugel und das sich daran tibende sphérisch-raumliche Vorstellungsvermégen im

M athematikunterricht nahezu vollends ausblendet, ist auch nicht versténdlich und nicht
vernunftig.

In diesem Aufsatz soll gezeigt werden, dass man auch ohne Sinus und Kosinus die sphérische
Trigonometrie vollig korrekt und auch anschaulich behandeln kann, ohne sich auf einzelne
Schnitte durch die Himmelskugel, wie z.B. dem Meridianschnitt, einschranken muss.

Als Uberraschung stellt sich die Anwendbarkeit dieser zeichnerischen Methode auf den
Bauplan von Stonehenge heraus. Womaoglich hat man sich schon in der Steinzeit mit dieser
Art der Mathematik und der geometrischen Darstellung des Himmels beschéftigt und die
Ergebnisse aus religitsen und rituellen Motiven in der Landschaft ,, aufgezeichnet”. Die
Himmelskugel ist damit durch Projektionen und Umklappungen auf die Horizontal ebene am
Ort der Beobachtungen abgebildet und als astralreligioses Bauwerk verewigt. Vielleicht ist
diese wundersame Ubereinstimmung aber auch nur ein Zufall.

Dar stellung der gedachten Himmelskugel in Zeichnungen

Zur Beschreibung einer Gestirnsposition an der Sphére wird ein Koordinatenpaar aus zwei
Winkeln benétigt. In der Astronomie gebrauchlich sind das Horizontsystem mit den Winkeln
Azimuth a (ausgehend vom Sldpunkt entlang des Horizontes Richtung Westen gemessen)
und Hohe h (ausgehend vom Horizont entlang des Vertikals, Abb. 4) und das Aquatorsystem
mit dem Stundenwinkel t (der vom Stundenkreis tUberstrichene Winkel seit der oberen
Kulmination des Gestirns auf dem Meridian) und der Deklination d (gemessen entlang des
Stundenkrei ses ausgehend vom Himmelsdquator, Abb. 5).

Beide Koordinatensysteme lassen sich mit Hilfe der geographischen Breite f verknipfen.
Zunéchst wird ein Grofkreis durch die beiden Pol punkte der Systeme — Zenit und
Himmelsnordpol — gelegt. Die Punkte, an denen dieser sog. ,,Meridian“ den Horizont
schneidet, werden ,,Nordpunkt* und ,, Sidpunkt* genannt. Auf diese Weise werden die
irdischen Himmelsrichtungen von der Geometrie der Himmel sphére abgel eitet. Zusammen
mit Tellstiicken des Vertikals und des Stundenkreises bildet das Meridiansegment zwischen
Himmelsnordpol und Zenit ein sphérisches Dreieck aus Grof3kreissegmenten (Abb. 6). Das
Bogenstiick zwischen Himmelsnordpol und Zenit betragt 90°-f , das zwischen Zenit und
Gestirn 90° - h und das zwischen Pol und Gestirn 90° - d.



In Abbildung 7 ist die Himmelskugel noch um die untere Halbsphére erganzt und einen
Hohenkreis HK (rot) und einen Deklinationskreis DK (blau) erweitert. Diese Kreise erfassen
den Stern jeweils in einer Parallelbahn zum Horizont bzw. zum Aquator. Es sind Kleinkreise,
d.h. ihre Mitte schlief3t den Beobachter in M nicht mit ein, wie das bei Grof3kreisen der Fall
ist.

So anschaulich die bislang gezeigten symbolischen Darstellungen des Himmel sgewdl bes auch
sein mogen, zur Entnahme von Winkeln taugen sie nicht. Man muss sich aber im Folgenden
gelegentlich auf diese zwar zweidimensionale aber doch dreidimensional gemeinte
Darstellungsform berufen, um bei der nun zu entwickelnden ebenen Variante der
Sphérendarstellung den Durchblick zu behalten. ,, Durchblick” ist hier wortlich gemeint, denn
bei der ebenen Darstellungsform ,, blickt” man in das Geflecht der Grof3kreise und

K oordinatenbogenstiicke aus einer bestimmten Richtung ,, hindurch®.

Ein solcher Durchblick ist in der Abbildung 8 dargestellt. Esist ein Aufriss der Himmel skugel
mit der von Osten her betrachteten Meridianebene a's Aufrissebene. Die sichtbaren
Geradenstiicke sind die in die Zeichenebene projizierten Grof3kreise aus Abbildung 7.
Markiert sind der Horizont mit H, der Meridiankreis mit MK, der Himmelsaquator mit HA,
der Zenit mit Z, der dem Zenit gegentiberliegende Nadir mit Nr, der Nordpunkt mit N, der
Stdpunkt mit S, die Himmel spolachse mit HP, der Hohenkreis mit HK und der
Deklinationskreis mit DK. Nicht darstellbar sind der Vertikalkreis VK und der Stundenkreis
XK, well ihre zugeordneten Grof3krei sebenen nicht senkrecht auf der Aufrissebene stehen.
Drel der funf Koordinaten (a, h, t, d, f) sind unmittelbar in Abbildung 9 zugéanglich: Die
geografische Breite f als Winkel zwischen der Polachse zum Himmelspol HP und der
Mittagslinie SN bzw. 90°-f als Winkel zwischen dem Himmelsaquator HA und der
Mittagslinie; die Gestirnshthe h als die Hohenkreislage aus dem Winkel zwischen der Linie
von der Mitte M zum Schnittpunkt des Hohenkreises mit dem Meridiankreis und der
Mittagslinie. Schliefdlich die Deklination d aus dem Winkel zwischen M und dem
Schnittpunkt Deklinationskreis-Meridiankreis und dem Himmel saquator.

Zur Bestimmung der beiden verbleibenden Koordinaten Azimuth a und Stundenwinkel t sind
Umklappvorgange von Kreissegmenten erforderlich. In Abbildung 9 ist der senkrecht zur
Zeichenebene angeordnete Hohenkreis HK nun in die Zeichenebene hineingeklappt. Wegen
der Symmetrie zwischen Vor- und Nachmittagsseite muss man sich anhand der
»dreidimensionalen* Abbildung 7 verdeutlichen, ob das Gestirn auf der Ost- oder Westseite
steht. Das bestimmt letztlich den richtigen Quadranten bei der Azimuthbestimmung. Im
skizzierten Fall ist das Gestirn auf der Westseite des Himmels und folglich zeigt der
hochgeklappte Bogen den westlichen Teil des Hohenkreises. Die senkrechte Linie, die im
Gestirn ansetzt und bis zum Rand dieses Halbbogens reicht, ist eine in der Hohenkreisebene
vom Gestirn nach Westen zeigende Linie. Sie trifft den westlichen Hohenkreis an einer Stelle,
die als Hilfsmarke S2 zur Bestimmung des Azimuthes verwendet werden kann. Verbindet
man schliefdlich diesen Hilfspunkt S2 mit der Hohenkreismitte M2, die senkrecht tber M liegt,
so findet man das Azimuth a als Winkel zwischen dieser Linie und der Basidinie des
umgeklappten Hohenkreises. Analog verfahrt man bel der Bestimmung des Stundenwinkelsin
Abbildung 10. Nun klappt man den halben Deklinationskreis in die Zeichenebene hinein,
ermittelt einen entsprechenden Hilfspunkt S3 auf dem Deklinationskreisbogen, verbindet
diesen Hilfspunkt mit der Mitte M3 des Deklinationskreises, die zwischen M und HP liegt,
und gewinnt t als den Winkel zwischen der Basislinie des Deklinationskreises (entlang derer
der Deklinationskreis geklappt wurde) und dem zuvor gezeichneten Hilfspunktstrahl.



Die bel diesem Verfahren eingefiihrten Hilfspunktstrahlen nach S2 und S3 zeigen in die
Richtung des Vertikalkreises bzw. Stundenkreises, jeweils betrachtet innerhalb der Ebene des
Hohen- bzw. Deklinationskrei ses.

Damit sind alle 5 GroRen zur Bestimmung der Sternposition im Horizont- und Aquatorsystem
in der ebenen Darstellung zuganglich gemacht. Durch die Umklapptechnik kommt
Information in die Zeichenebene hinein, die bei reinen Projektionen verloren ginge.

Eine wichtige Aufgabe der sphérischen Geometrie ist die Umrechnung des K oordinatenpaares
(a, h) in das Paar (t, d) und umgekehrt. Die Abbildungen 9 und 10 ermdglichen diese
Transformationen auf zeichnerischem Weg. Ist neben der geografischen Breite f das Paar (a,
h) gegeben, so fertigt man zunéchst eine der Abbildung 9 entsprechende Zeichnung. Man
ermittelt dabel unter Auswertung von h und a die Gestirnsposition S in der Aufrissebene.
Durch diesen Ort legt man den Deklinationskreis und bestimmt d. Abschlief3end klappt man
den Deklinationskreis wie in Abbildung 10 gezeigt in die Aufrissebene und ermittelt t. Ist
zunéchst das Paar (t, d) gegeben, so geht man umgekehrt vor und fertigt bei der Bestimmung
der Gestirnsposition in der Aufrissebene zundchst den Deklinationskreis (wie in Abb. 10) und
danach zur Ermittlung von (a, h) den Hohenkreis (wiein Abb. 9).

Behandlung einiger Fallbeispiele aus der Praxis der sphéarischen Astronomie

Im vielen Anwendungsféllen der sphérischen Astronomie muss man aus einer Schar
gegebener Grof3en aus beiden Koordinatensystemen die verbleibenden gesuchten Winkel
ermitteln. Dann stellt sich der Sachverhalt u.U. komplexer dar, a's es die vorangegangenen
Betrachtungen vermuten lassen. Denn in diesen verschiedensten Féllen ist jewells eine
Strategie zu entwickeln, wie die Zeichnung mit Hilfe der gegebenen Grofien aufgebaut
werden kann und wie sie dann im Hinblick auf die gesuchten Koordinaten auszuwerten ist.
Dazu zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 1: Auf und Untergangsazimuthe der Sonnenwenden

In der Archaoastronomie findet man viele Hinweise fir die Kennzeichnung der Auf- und
Untergangsazimuthe der Sonne an den Tagen der zwel j&hrlichen Sonnenwenden, an denen
die Sonne ihre positive und negative Maximaldeklination von +/- 23,5° aufweist.
Offensichtlich wurden in prahistorischen Kulturen die Sonnenwenden besonders beachtet.
Wie ermittelt man mit dem zeichnerischen Rechnen die Azimuthe der Sonnenwenden auf
dem Horizont (h = 0) fur den 51. Breitengrad (Stonehenge, Himmel sscheibe von Nebra)? -
Man fertigt eine der Abbildung 8 entsprechende Zeichnung mit f = 51,0° an, in der sich zwei
Deklinationskreise fur die positive und negative Extremaldeklination befinden (Abb. 11;
schematische Skizze). Der Lichtbrechungseffekt der beim Auf- oder Untergang flach in die
Atmosphére hineinstrahlenden Sonne soll hier ebenso wie der genaue Verlauf des

L andschaftshorizontes unberticksichtigt bleiben. Die Rechnung erfolgt fur die Sonnenmitte.

Die Punkte WSW (Wintersonnenwende) und SSW (Sommersonnenwende) markieren die
Horizontorte der Sonne in der Aufrissebene. Nun erfolgt die Umklappung des
Horizontbogens, der hier mit dem gleichgrofl3en Meridiankreis zusammenféllt, daals
Voraussetzung h = 0 eingeht. Von WSW und SSW zeichnet man senkrechte Strahlen bis zum
Rand des Horizontes, wodurch man die Hilfspunkte S2 und S2° konstruiert. Von der Mitte M
des Horizontkreises zeichnet man nun Azimuthstrahlen zu diesen Hilfspunkten und erhélt die



Auf- oder Untergangsazimuthe (sie liegen ja symmetrisch beztiglich der Mittagdlinie) aus dem
Winkel zwischen diesen Azimuthstrahlen und der Mittagslinie N-S.

Furh=0undf =51° erhdlt man al = 50,7° fir die Wintersonnenwende und a2 = 129,3° fur
die Sommersonnenwende. Der Pendelbogen zwischen dem Aufgangsort der Sommersonne
und dem der Wintersonne betragt Da = a2 —al = 78,6°.

Die Formel aus der sphérischen Trogonometrie fir die Berechnung der Azimuthe auf dem
Horizont lautet cosa = - and /cosf . Sie lasst sich durch Auswertung der Zeichnung 11
herleiten, wird hier aber ohne Beweis angegeben.

Sowohl die beiden Azimuthe al und a2 als auch Da hangen von der geographischen Breite f
ab. Allerdings &ndert sich Da nur wenig, wenn die Azimuthe auf Hohenkreisen ermittelt
werden, diein nicht allzu grof¥en Hohenwinkel tber dem Horizont liegen. Dies soll ein
weiteres Beispiel demonstrieren, bei dem die entsprechenden Sonnenstande auf einem
kunstlichen Horizont der Hohe h = 10° zu ermitteln sind.

Beispiel 2: Auf und Untergangsazimuthe der Sonnenwenden auf einem kiinstlichen Horizont

In der Abbildung 12 (wiederum eine schematische Skizze ohne exakte Winkelumsetzung wie
in der Aufgabenstellung gefordert) ist dieser Hohenkreis mit h = 10° nun zu finden. Klappt
man ihn um, so liegt er as Kleinkreis nicht mehr deckungsgleich zum Meridiankreis.
Ausgehend vom Schnitt der Deklinationskreise mit diesem Hohenkreis (die Punkte WSW und
SSW) ermittelt man wieder die Hilfspunkte S2 und S2° am Rand des umgeklappten
Hohenkreises, die nun nicht mehr symmetrisch zu den Himmel srichtungen liegen, und
bestimmt deren Azimuthe al und a2 in Bezug auf die Hohenkreismitte M2. Man erhélt al =
30,6°, a2 = 115,2° und Da = 84,6°. Die entsprechende Formel lautet nun (wieder ohne
Beweis) cosa =- (snd/(cosh:cosf )) - tanh>tanf .

Beispidl 3: Die Lange des langsten und des kiir zesten Tages im Jahr

Das néchste Beispiel fir das zeichnerische sphérische Rechnen befasst sich mit der
Bestimmung des Stundenwinkels bzw. mit der Lange des Tagbogens der Sonne. In welchem
Verhdltnis steht die Lange des langsten zu der des kiirzesten Tages im Jahr auf dem 51.
Breitengrad? Mit der Bestimmung dieses Verhdtnisses bzw. mit der Messung der
Absolutlange des léngsten Tages bestimmte man in der Antike auch den Breitenkreis der
Beobachtung. Die Aufgabenstellung hier fordert allerdings den umgekehrten Weg: Aus der
bekannten geographischen Breite und den solaren Grenzdeklinationen sind die extremalen
Langen des lichten Tages beim Sommer- und Winteranfang zu ermitteln.

Wieder beginnt der Lésungsweg mit der Zeichnung der Himmelskugel bel Ansicht von Osten
(Abb. 13 & 14). Die Deklinationskreise der extremalen Sonnendeklination bei der Sommer-
(Abb. 13) und Wintersonnenwende (Abb. 14) schneiden in der Aufrisszeichnung die
Mittagslinie in den Punkten SSW und WSW. Diese Punkte sind die Horizontorte der Sonnein
der Aufrissebene. Da nun Stundenwinkel zu bestimmen sind, wird in den Abbildungen 13 und
14 jeweils der Deklinationskreis, auf dem die Sonne zwischen Mitternacht und Mittag
verlauft, in die Zeichenebene umgeklappt. Die von der Basislinie des Deklinationskreises
senkrecht aufsteigende Hilfdinie trifft den Deklinationskreis im Hilfspunkt S3. Dieser Punkt
ist der Schnittpunkt des gesuchten Stundenkreises beim Sonnenaufgang mit dem
Deklinationskreis. Verbindet man S3 mit der Mitte des Deklinationskreises M3, so erhédlt man
den Stundenwinkel t als Winkel zwischen diesem Strahl zum Hilfspunkt und der Basislinie
des Deklinationskreises, die jainnerhalb der Meridianebene liegt. Der Stundenwinkel gibt die



zwischen Sonnenaufgang und oberer Sonnenkulmination auf dem Stidmeridian verflossene
Zeit im Winkelmal3 an. Zur Umrechnung in Zeit multipliziert man diesen Winkel, der den
halben Tagbogen der Sonne reprasentiert, mit dem Faktor 1 Stunde/ 15°. Dann erhédt man die
Zeitdauer des Vormittags, die noch zu verdoppeln ist, um die Lénge des ganzen lichten Tages
von Sonnenauf- bis —untergang zu erhalten.

Die Abbildung 13 zeigt die zeichnerische Lésung fur den Tagbogen der
Sommersonnenwende. Man erhélt eine Tageslange von 16h 20m. Analog verfahrt man mit
dem Deklinationskreis der Wintersonnenwende in Abbildung 14 und man erhdt schliefdich
7h 40m fir die Lange des kiirzesten Tages. Das Verhdltnis fir die Dauer des langsten zum
kirzesten Tag liegt damit fur den 51. Breitengrad bei 2 : 1. Die babylonische Astronomie, die
sich im weiter stdlich gelegenen Zweistromland Mesopotamien im ersten Jahrtausend vor
Christi Geburt entwickelte, kannte fur dieses Verhaltnis den Naherungswert von 3 : 2.
Allerdings wurde dieser Wert von den babylonischen Astronomen nicht mit den hier
beschriebenen geometrischen Methoden berechnet, sondern durch die Zeitmessung mit
Wasseruhren bestimmt. Die Formel zur Bestimmung des Aufgangsstundenwinkels lautet
cost = - tand >tanf .

Weiter e Konstruktionsvor schriften zur L 6sung sphérischer Aufgaben

Stellt man alle méglichen Kombination der funf Koordinaten (f, a, h, t, d) mit jeweils drel
gegeben und zwel unbekannten Grofen auf, so stellen sich folgende Félle als |6sbar heraus:

1) f ist bekannt und ein vollstandiger Koordinatensatz (a, h) oder (t, d) ist bekannt

2) f ist bekannt und beide Kleinkreise (h und d) sind gegeben

3) f ist unbekannt und ein vollstandiger Koordinatensatz und der Kleinkreis des anderen
Satzes sind bekannt

Damit zerféllt die Menge der Kombinationen aus drei Bekannten und zwei Unbekannten in
einen l6sbaren und einen unlésbaren Teil.

L &sbare K ombinationen:
(f,a h)->(t,d
(f,t,d)y->(a h)
(f,hd)->(at)
(t,d,h)y->(a,f)
(ahd)->(f)

Unldsbare K ombinationen:
(a,t,d)->(hf)
(a,ht)->(d,f)
(f,a t)->(d h)
(f,a,d)->(th)
(f,h,t)->(d, a)

Zur Verdeutlichung der UnlGsbarkeit einzelner Kombinationen kann man sich Fragen und
Antworten dieser Art zusammenstellen: Ist ein Gestirn durch die Angabe des Breitengrades
der Beobachtung, des Azimuthes und des Stundenwinkels eindeutig bestimmt? — Nein, denn
es konnen Sterne mit verschiedensten Deklinationen bel verschiedenen Hohen zur selben Zeit
in der gleichen Himmel srichtung stehen.



Neue zeichnerische Kunstgriffe missen eingefiihrt werden, um z.B. aus den gegebenen
Grofen t, d und h das Azimuth a und die geografische Breite f zu bestimmen: (t, d, h) - >

(a, f). Danun der Bezug der Gestirnsbahn zur Horizontebene des Beobachters noch nicht
bekannt ist, sondern als Ergebnis konstruiert werden muss, zeichnet man den gegebenen
Hohenkreis HK und den Deklinationskreis DK zunéchst parallel zueinander (Abb. 15). In
diesem Fall ist die waagerechte Linie durch die Mitte des Meridiankreises sowohl die
Mittagslinie N-S, als auch der in die Zeichenebene projizierte Himmelsaquator HA.

Da neben h und d auch noch t gegeben ist, lasst sich durch das Umklappen des
Deklinationskreises in die Zeichenebene weitere Information einbringen. Man trégt wie
gewohnt t am Deklinationskreis ab, erhdlt so den Hilfspunkt S3, féllt von diesem aus das Lot
auf die Basislinie des umgeklappten Deklinationskreises und erhdt die in die Zeichenebene
projizierte Gestirnsposition S im Aquatorialsystem. Ware man am Erdnordpol (f = 90°), wo
Zenit und Himmelspol zusammenfallen, so 18ge der Hohenkreis zur bekannten Hohe h
deckungsgleich auf dem Deklinationskreis und das Azimuth a wére identisch mit dem
Stundenwinkel t. In dem Fall wére die Aufgabe schon gel6st. Im Allgemeinen wird aber von
einem Breitenkreis mit f * 90° beobachtet, und die projizierte Gestirnsposition im

Aquatorial system muss dann nach Voraussetzung auch mit dem bekannten Hohenkreis der
Hohe h zusammenfallen.

Wie bringt man sie mit dem Hohenkreis richtig zur Deckung? - Dies erreicht man durch die
Verdrehung des Aquatorial systems um eine Achse, die senkrecht auf der Zeichenebene steht
und durch M geht (Abb. 16). Es wird solange gedreht, bis das Gestirn auf dem projizierten
Hohenkreis HK liegt. Dann kann man aus diesem Ort auf dem umgeklappten Hohenkreis das
Azimuth a nach bekannten Muster ermitteln (lotrechte Linie bis zum Rand des Hohenkreises
zum Hilfspunkt S2 und Bestimmung des Winkels zwischen der Hohenkreisbasislinie und
dem Hilfspunktstrahl). Nach der Verdrehung des Aquatorial systems gegen die Mittagslinie
erhebt sich der Himmelsigquator HA um den Winkel 90°-f gegen die Siidrichtung. Es lasst
sich also nun im verdrehten Zustand die Lage des Himmelsdguators bestimmen, wiein den
Abbildung 16 geschehen ist und schliefdlich auch die Polachse HP einzeichnen, die senkrecht
zum projizierten Himmelsdquator verlauft.

Zur Konstruktion des Himmelsaguators HA und der Polachse HP geht man am besten
folgendermal3en vor: Man schlégt zunéchst einen Kreisum M, der bis zum projizierten
Deklinationskreis DK ragt (Abb. 17). Der projizierte Deklinationskreis wird immer diesen
zentrischen Kreis ZK tangieren, auch nach der Verdrehung. Ebenso schneidet die gesuchte
Polachse HP, die durch M geht, diesen Kreis immer senkrecht. Die durch den Zirkel schlag auf
den Hoéhenkreis ermittelte projizierte Gestirnsposition S™ wird jetzt mit M verbunden und die
Mitte dieser Strecke S-M wird als Zentrum fir einen Thaleshalbkreis genommen (in Abb. 17
in rot gezeichnet) und M und S” erfasst. Dieser Thaleshalbkreis ermdglicht augenblicklich die
Konstruktion der Lage des verdrehten Deklinationskreises und der Polachse HP in einem
Schritt. Der verdrehte Deklinationskreis DK™ geht namlich durch S™ und den Schnittpunkt SP
des Thaleskreises mit dem zentrischen Hilfskreis ZK. Diese Wegstrecke S'-SP (erste Kathete
im Thaleskreisdreieck) ist Bestandteil des projizierten und verdrehten Deklinationskrei ses.
Die Strecke von SP zur Mitte M steht geméal3 des L ehrsatzes von Thales im rechten Winkel
zum Deklinationskreisstiick S™-SP. Dieses Wegstlick (zweite Kathete im Thal eskreisdrei eck)
verlauft in Richtung der Polachse HP. Mit Hilfe des Thaleskreises und des darin
einbeschriebenen rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten im Schnittpunkt SP
zusammentreffen, 18sst sich demnach die korrekte Projektion der Himmelsphére in der
Aufrissebene auch ohne die Verwendung eines Winkelmessers durchftihren.



Von den |dsbaren Kombinationen ist nun nur noch die Variante (a, h,d) -> (t,f) zu
behandeln. Auch hierbel kommt es wieder zur Verdrehung der beiden Koordinatensysteme
unter Verwendung eines Thaleskreises.

Die Abbildung 18 zeigt das vollstandige Ldsungshild. Die Zeichnung erscheint
uniibersichtlich, da alle Lésungsschritte darin versammelt sind, aber das Verfahren dhnelt sehr
dem zuvor diskutierten Losungsweg. Die waagerechte Mittelachse ist zunéchst wieder
Mittagslinie und Himmelsaquator. Die Parallelkreise fir h und d sind bereits ausgefhrt und
mit Hilfe des umgeklappten Hohenkreises und der Azimuthinformation a wurde bereits der
Hilfspunkt S2 und der projizierte Gestirnsort S im Horizontsystem ermittelt.

Wie konstruiert man die Lage des Deklinationskreises DK™? — Man zeichnet wieder den
kleinen Zentralkreis, der im mechanischen Sinn als Lager fur die Deklinationskreisverdrehung
gedeutet werden kann. Sodann wieder einen Thaleshalbkreis Uber die Strecke S-M. Das dem
Thaleskreis einbeschriebene rechtwinklige Dreieck trifft mit beiden Katheten den
Schnittpunkt SP bzw. M3 des Thaleskreises und des kleinen Zentralkreises ZK. Die Katheten
des rechtwinkligen Thaleskreisdreiecks sind wieder Wegstlicke des verdrehten
Deklinationskreises DK™ und der Polachse HP. st die richtige Lage des Deklinationskreises
ermittelt, so lasst sich dieser umklappen und nach bekannten Muster der Stundenwinkel aus
dem Hilfspunkt S3 ermitteln.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Félle (t, d, h) - > (a, f) und (a, h,d) - > (t, f)

eignen sich zur Bestimmung der geografischen Breite, bzw. zur Zeit- und
Azimuthbestimmung. Dabel ist zu beachten, dass es sich bei t um einen Ortstundenwinkel
handelt, weil er Bezug auf den Ortsmeridian nimmt. In astronomischen oder nautischen
Jahrbuchern findet man Tabellen, in denen z.B. der Greenwicher Stundenwinkel der Sonne
fir jeden Tag und jede Stunde im Jahr aufgelistet ist. Bestimmt man aus Beobachtungen im
lokalen Horizontsystem den Ortsstundenwinkel t, so erh&lt man aus dem Vergleich mit dem
tabellierten Greenwicher Stundenwinkel zur Beobachtungszeit (Grt) die geografische
Langendifferenz zu Greenwich: | =(t- Grt)>15°/ Sunde

Dabel werden 6Ostliche Léngengrade positiv und westliche negativ gezahit.

Verwendet man eine der Varianten (f, t, d) - > (a, h), (f, h, d) - > (a, t) oder (t, d, h) - >

(a, ) zur Azimuthbestimmung, so sollte man sich zunachst tiberlegen, welche in der
konkreten Beobachtungssituation das genaueste Ergebnis verspricht.

Eine Azimuthbestimmung, die sich auf eine Héhenmessung bezieht, ergibt nur dann ein
genaues Ergebnis, wenn sich die Gestirnshdhe gegen das Azimuth auch deutlich andert, also
z.B. bei den Auf- und Untergangen auf der Ost- und Westseite des Himmels bel geringeren
und mittleren geographischen Breiten. Im Bereich des Meridians andert sich die Hohe kaum
bei der Wanderung des Gestirns und deshalb l&sst sich in diesem Fall einer bestimmten Hohe
ein grol3er Bereich von Azimuthwerten zuordnen, je nach der Fehlertoleranz der
Hohenmessung. Steht das angepeilte Gestirn in Meridiannghe, zu wahlt man besser die Zeit-
Azimuth-Methode (f, t, d) - > (a, h), denn dann werden in kurzen Zeitréumen viele
Azimuthgrade Uberstrichen. Eine genaue Bestimmung von t mittels der Zeitbestimmung mit
einem Chronometer, den Angaben Grt im nautischen Jahrbuchs und der bekannten
Langengraddifferenz zu Greenwich ermdglicht dann eine sehr genaue Bestimmung des
Gestirnsazimuthes zum Zeitpunkt der Messung.



Anwendung des zeichnerischen spharischen Rechnens auf den Bauplan von Stonehenge

Der Grundriss und die Steinsetzungen der steinzeitlichen Anlage von Stonehenge zeigen
auffallige Ubereinstimmungen mit Zeichnungsel ementen des grafischen spharischen
Rechnens (Abb. 19). Es gibt einen &ufieren Kreis aus 56 L 6chern, den sog. ,, Aubry-Kreis®,
das Stationsviereck aus vier am Kreisrand befindlichen Steinen, dessen Langsseiten als
projizierte Deklinationskrei se angesehen werden kénnen, einen Steinkreis (,, Sarsenkreis*), der
an den kleinen zentrischen Kreis ZK erinnert und eine Symmetrieachse, die senkrecht auf den
Langsseiten des Stationsvierecks steht und durch die Kreismitte geht und damit an die
Polachse HP erinnert. Sollte im Bauplan von Stonehenge das mathematische Prinzip, die
Himmelskugel durch Projektionen und Umklappungen in einer Ebene darzustellen, baulich
verwirklicht worden sein?

Auffalligstes astronomisches Merkmal von Stonehenge ist die Ausrichtung der
Symmetrieachse des Bauwerks auf die Aufgangsrichtung der Sonne am Tag der
Sommersonnenwende. Diese Richtung ist durch eine ca. 500 m lange Prozessionsstral3e aus
zwel paralelen Graben besonders markant und genau in der Landschaft gekennzeichnet. Thr
Nordazimuth betrégt 49,6° und sie zielt auf den Landschaftshorizont, der in einer Hohe von
ca 0,5° verlauft.

Und auch das Stationsviereck gibt Anlass, tiber eine astronomische Funktion der Anlage zu
spekulieren. Die kurzen Seiten sind auf die Sonnenwenden ausgerichtet (Aufgang der
Sommersonne und Untergang der Wintersonne), wahrend die langen Seiten die extremalen
Mondorte am Horizont kennzeichnen (Aufgang des stidlichsten Mondes und Untergang des
nordlichsten Mondes). In der Rechtwinkligkeit dieses Vierecks kann man einen moglichen
Grund fur die Errichtung der Anlage auf dem 51. Breitengrad erblicken, denn nur dort stehen
die Sonnen- und Mondwenderichtungen senkrecht zueinander.

Ein weiteres Indiz fir die Auszeichnung des 51. Breitengrades |&sst sich in der goldenen
Bush-Barrow-Raute erkennen, diein ca. 1 km Entfernung von Stonehenge in einem der
zahlreichen Grabhtigel gefunden wurde (Abb. 20). Sie weist Innenwinkel von 80° und 100°
auf. Diese Winkel entsprechen etwa dem maximalen Pendelbogen der Sonne (80°) und des
Mondes (100°) auf dem Ost- und Westhorizont.

Bringt man die Raute in die Horizontalebene und nordet sie ein, so zeigen die vier Kanten auf
die Sonnenwenden, wenn die kurze Diagonale auf der Mittagslinie liegt, und auf die
Mondwenden, wenn die lange Diagonale auf der Mittagslinie liegt. Nur auf der geografischen
Breite von 51° kann eine Raute in einer Doppelfunktion alle acht Richtungen der Sonnen und
Mondwenden darstellen. Dass beide Argumente miteinander verwandt sind, sowohl die
Rechtwinkligkeit des Stationsvierecks al's auch die Doppelfunktion der 80°/100°-Raute, zeigt
sich darin, dass es verschiedene Mdglichkeiten gibt, die eingenordete Raute sinnvoll in den
Bauplan von Stonehenge einzupassen.

Ein von diesen dlteren Betrachtungen unabhangiges Argument fir die Auszeichnung des 51.
Breitengrades fuhrt A. Chechelnitsky an [Great Belt of Megalithic Observatories and Problem
of aHistory of the Pole of the Earth; Dubna 2000, Preprint http://arXiv.org/physics/0104017].
Er behauptet, viele megalithische Bauwerke mit astronomischer Funktion seien deshalb dort
errichtet worden, weil dann das Aufgangsazimuth der Sommersonne dem Breitengrad f
gleicht (f entspricht auch der Polhthe; dasist der Winkel zwischen dem Himmelspol und
dem Horizont). Chechelnitsky nennt diesdie ,A =f — Symmetrie*. Mit A ist dabei das von
Nord in Richtung Ost gemessene Azimuth gemeint.

Ein Vergleich der fir Stonehenge gultigen Wertevon f = 51,17° Nord und A = 49,6°
(Nordazimuth der Prozessionsstrale) demonstriert diese ungefahre Ubereinstimmung und den



Grad der Genauigkeit. Chechelnitsky lasst auch Beispiele gelten, die um mehrere
Breitengrade von f = 51° abweichen.

Aus seiner Beispielsammlung ist eine weltweite Ballung vergleichbarer Orte auf diesem
Breitengrad aber nicht wirklich ersichtlich. Der Nachweis, dass auf anderen Breitengraden
deutlich weniger archéoastronomisch interessante Stétten zu finden sind, fehlt auch.

Wendet man aber seine interessante Spekulation, Stonehenge sei nach Mal3gabe der A=f —
Symmetrie in der Salisbury Plain nahe des 51. Breitengrades errichtet, auch als
Eingangsvoraussetzung fir die Zeichnung einer dementsprechenden Himmelskugel mit den
hier behandelten Zeichenmethoden an, so kommt man zu einer wirklich eleganten und
verblUffenden LAsung, die in der umfangreichen Literatur Gber die astronomische Deutung
von Stonehenge bislang nicht zu finden ist. Der Bauplan von Stonehenge gleicht in seinen
wesentlichen Ziigen der in die Ebene gebrachten Himmelskugel bei den geforderten
Voraussetzungen d = 24° (Sommersonnenwende), h = 0 (Horizontbeobachtung) und A = f !
Dies soll nun schrittweise entwickelt und erlautert werden.

Deutet man den Aubry-Kreis al's den Meridiankreis der Himmelskugel und die Langsseiten
des Stationsvierecks als projizierte Deklinationskreise, so lassen sich unmittelbar die
dargestellten Deklinationen ablesen (Abb. 19). Sie liegen mit +/- 22° nahe bel den solaren
Extremal deklinationen von ca. +/- 24° (2000 v. Chr.), fur die hier die Rechnung erfolgen soll.
Wieist nun eine Zeichnung aufzubauen, die der A =f — Symmetrie fir die solare
Maximaldeklination von +24° genligt? - Zur schrittweisen Veranschaulichung des

L 6sungsweges werden zunachst die Aufgangsazimuthe der Sommersonne auf den
Breitengraden 40° und 60° zeichnerisch ermittelt. Die Abbildung 21 zeigt die L6sung fur f =
40° und Abbildung 22 die entsprechende Losung fur f = 60°. In Abbildung 21 steigt der
Hilfspunktstrahl steiler auf as die Polachse, in Abbildung 22 ist es umgekehrt.

Aus diesen zwel Zeichnungen ist schon ersichtlich, wie die L6sung der A =f — Symmetrie
aussehen muss: Die Polachse M-HP und der Hilfspunktstrahl von M nach S2 fallen
zusammen. Durch Ausprobieren findet man heraus, dass es fur d = +24° auf der geografischen
Breitevonf =50,4° genau passt (Abb. 23).

Bel der Konstruktion dieses Ergebnisses macht man sich wieder den Thaleskreis zunutze. Der
Strahl vom Hilfspunkt S2 zum Horizontort S der Sonne in Abbildung 23 steht senkrecht auf
der Mittagdinie. Der in die Aufrissebene projizierte Sonnenort S befindet sich damit am
rechten Winkel eines Thaleskreisdreiecks, dessen andere Eckpunkte M und S2 sind. Das
Polachsenstiick von M nach HP ist die Hypothenuse dieses Dreiecks. Der Thaleshalbkreis
wird Uber diese Hypothenuse gezeichnet und erfasst M und S2. Die Abbildung 24 zeigt das
Losungsbild in der richtigen VVorgehensweise. Man geht vom bekannten Deklinationskreis fir
d = 24° aus, bestimmt die Mitte zwischen M und HP, setzt dort den Zirkel fir den
Thaleshabkreis an und bestimmt den Schnittpunkt des Halbkreises mit dem projizierten
Deklinationskreis. Dann zeichnet man die Kathethen des Thaleskreisdreicks ein und erhélt die
gesuchte Mittagslinie unter der Voraussetzung A =f als kurze Kathete des Dreiecks.

Zur rechnerischen Bestimmung von A =f muss man einige Dreiecke in Abbildung 24
auswerten:

X :%,mitx:sind;y:cosA:cosf ;cosA=cosf =x/y=snd/cosf

y

U cos’f =sind

Setzt mand = 24° ein und 16st nach f  auf, so erhdlt man ebenfallsdie Losung A=f =50,4°.



Erstaunlicherweise passt diese Zeichnung fast genau auf den Plan von Stonehenge, wenn man
siein geeigneter Weise mit ihm zur Deckung bringt. Die Mittagslinie N-Sder Zeichnung in
Abbildung 23 wird dazu durch Drehung um 90° in die senkrechte Richtung befordert (well
auf Karten Norden meistens oben ist) und der Himmelspol durch eine anschlief3ende
Spiegelung an der nun senkrecht stehenden Achse N-Smit der Aufgangsrichtung der
Sommersonne (der Richtung der Prozessionsstrasse) zur Deckung gebracht. Der Zenit Z zeigt
dann in die Ostrichtung. Die Abbildung 25 zeigt die Uberblendung der Zeichnung mit dem
eingenordeten Plan von Stonehenge. Der Schnittpunkt des Thaleskreises mit dem projizierten
Deklinationskreis liegt auf einem weiteren Steinring, der heute nicht mehr steht. Das
rechtwinklige Dreieck im Thaleshalbkreis |asst sich bei Spiegelung an den beiden Katheten
noch zu einer Raute vom Bush-Barrow-Typ erweitern (in Abb. 25 in goldgelb gezeichnet).

Allerdings deutet der Bauplan auf eine Sonnendeklination von nur ca. 22° hin und der Winkel
zwischen der Nordrichtung und der Zenitachse (die Senkrechte auf den projizierten
Deklinationskreisen) betragt ca. 51,7°. Diese Richtung féllt nicht mehr genau mit der
Prozessionsstrasse zusammen, der eigentlichen Richtung des Sonnenaufgangs, sondern mit
dem Heelstone, der den Vorbeizug der Sommersonne in etwas groferer Hohe peilt. Die
Winkel passen aso nicht perfekt zusammen und die A =f — Symmetrie ist nicht exakt erfullt.
Das Bauwerk redlisiert die Idealverhaltnisse nur innerhalb gewisser Toleranzen. Im Bereich
dieser Toleranzen von ca. 2° liegen auch die Effekte der Lichtbrechung und der Elevation des
L andschaftshorizontes, die bei der zeichnerischen Losung der bemerkenswerten A=f —
Symmetrie nicht berticksichtigt wurden.
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