












Der Abstand ri zwischen dem Massenelement dm und der Sonne lässt sich nun in Abhängigkeit 
zum Azimuthalwinkel ϕ ausdrücken: 
r r R r ai Erde Sonne i Erde Sonne= − = − ⋅ ⋅− − cos cosε ϕ  
Bei ϕ = 0 (geringster Abstand zwischen dm und der Sonne) wird ri minimal, bei ϕ = 90° stellt 
sich die astronomische Einheit ein (Abstand zwischen den Mittelpunkten von Erde und Sonne). 
Durch unsere vereinfachende Annahme, die Richtungen aller Kräfte zwischen der Sonne und den 
Masseperlen dm seien parallel zueinander, vernachlässigen wir die Drehmomentkomponenten, die 
nicht parallel zur gedachten Aufrichtachse liegen. Da der Erdkörper aber rotationssymmetrisch ist 
und sich immer Paare von Massenelementen dm finden lassen, welche spiegelsymmetrisch zur 
Ebene sind, die durch die Verbindungslinie Erde-Sonne und Ekliptikpol gebildet ist, heben sich 
diese Komponenten ohnehin paarweise auf. 
Wir können nun das Drehmoment durch Integration ermitteln. Da wir bei der Diskussion die 
Richtungsinformation nur qualitativ berücksichtigen, dürfen wir keine volle Integration über den 
Azimuthalwinkel ϕ ausführen, denn die in Abbildung 4 unterhalb der Ekliptik liegenden 
Massenperlen dm tragen zum Aufrichtbestreben bei, während die Kräfte auf die oberhalb der 
ekliptischen Ebene befindlichen Massenelemente zu einer „Umstürztendenz“ der Erde führen. Da 
die Abstände der Massenelemente zur Sonne aber unterschiedlich groß sind, „gewinnt“ im 
skizzierten Fall der Abbildung 4 das Aufrichtbestreben. Beide Anteile zum Gesamtdrehmoment 
sind folglich voneinander abzuziehen. Durch Einsetzen von ri in dF, dF und ai in die Formel für 
dM und die Integration über den Winkel ϕ erhalten wir jeweils (Mauf ist das Drehmoment welches 
den Erdkreisel aufzurichten bestrebt ist, Mab hat das gegenteilige Bestreben): 
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Das resultierende Drehmoment der Sonne auf den Erdellipsoid berechnet sich somit zu: 
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Der Integralausdruck läßt sich weiter vereinfachen, indem wir den Hauptnenner bilden: 
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Das verbleibende Integral sieht kompliziert aus. Die analytische Auswertung ist aber gar nicht 
erforderlich, wenn wir bedenken, dass bei den angebrachten Vereinfachungen sowieso kein 
exaktes Ergebnis zu erwarten ist. Betrachten wir das Integral aus der Sicht unserer reduzierten 
Genauigkeitsansprüche, so erkennen wir, dass sich der Nenner niemals sehr von 1 unterscheiden 
kann, ganz gleich welche Werte wir für ϕ annehmen. Durch die Kleinheit des Ausdrucks a²/r² 
wird ein Einfluss durch das variable cos²ϕ im Nenner beinahe gänzlich unterdrückt, so dass sich 
das gesamte Integral kaum von einer Integration über den cos²ϕ unterscheidet. Es ist damit 
gerechtfertigt, das obige Integral durch den leicht zu integrierenden cos²ϕ zu ersetzen. Die 
Stammfunktion findet sich in jeder Integraltafel und bei den gegebenen Integrationsgrenzen 
erhalten wir für das Integral den Wert π/2:  
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Das Ergebnis wird verständlich, wenn wir bedenken, dass der Mittelwert des sin²ϕ und des cos²ϕ 
über eine ganze Periode von 0 bis 2π gemittelt jeweils ½ beträgt (sin²ϕ + cos²ϕ ist immer 1 für 
alle ϕ). Der Flächeninhalt des Integrals von cos²ϕ (und auch sin²ϕ) über eine Periode beträgt 
somit π. Da wir bei den gegebenen Integrationsgrenzen nur über eine halbe Periode integrieren, 
erhalten wir den Wert π/2. 
Fassen wir nun unser Ergebnis unter Berücksichtigung des analog zu berechnenden 
Mondeinflusses zusammen und ziehen ein Zwischenresummeé: 
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Gegenüber unserer ersten groben Abschätzung in Schritt 3 hat sich das Drehmoment reduziert, 
und zwar um den Faktor 1/4, der durch die Modellannahme der äquatorialen Perlenschnur und 
die Integration über den cos²ϕ zustande kommt. Die Verteilung der Wulstmasse längs des 
Äquators bewirkt den Faktor 1/(2π), die Berechnung der Gezeiteneffekte zwischen dem der 
Sonne zugewandten bzw. abgewandten Wulstelement führt zum Faktor 4 und die Integration 
liefert π/2. Die Verringerung des wirksamen Drehmomentes ist ein vernünftiges Ergebnis, wenn 
wir bedenken, dass je nach Lage eines Massenelementes die jeweils einwirkende Gravitationskraft 
ein Drehmoment zwischen Null und einem Maximalwert bewirken kann. Wir ersetzen nun noch 
in obiger Formel die Wulstmasse und erhalten: 
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Bislang haben wir Sonne und Mond aber immer noch als punktförmige Schwerkraftzentren 
angesehen. Wir müssen nun in Betracht ziehen, dass sie im Vergleich zur Platonischen 
Jahreslänge eine kleine Umlaufzeit besitzen. Folglich können wir uns vorstellen, ihre Massen 
seien längs der Ekliptik verschmiert. Die Annahme der Gleichverteilung der Sonnen- und 
Mondmasse führt zu einer weiteren Reduzierung des Drehmomentes, weil die Verhältnisse dann 
nicht so einfach sind wie es in der Abbildung 4 dargestellt ist. Abbildung  4 zeigt die Situation, 
bei der sich das maximale Drehmoment - unter Berücksichtigung der gleichverteilten Wulstmasse 
der Erde - einstellt. Steht die Sonne bzw. der Mond an den Äquinoktialpunkten (siehe Abbildung 
6), so wird überhaupt kein Drehmoment auf den Erdkörper ausgeübt. Stehen Sonne und Mond in 
den Wendepunkten, wirkt wieder das volle Drehmoment. Bei einer gleichmäßigen 
Verschmierung von Sonne und Mond in der ekliptischen Ebene tragen alle Massenelemente dm 
der Sonnen- bzw. Mondschnur mit unterschiedlichen Beträgen zum Gesamtdrehmoment bei. In 
den Wendepunkten, also bei ϕ = 0 bzw. ϕ = 90°, beträgt der Beitrag 100% dessen, was ein 
einzelnes Massenelement je erreichen kann. In den Äquinoktien, also bei ϕ = 90° und ϕ = 270° ist 
der Beitrag 0. In Analogie zur oben diskutierten Integration über alle Massenelemente des 
Äquatorwulstes können wir auch hier die Verhältnisse durch eine Integration über den cos²ϕ 
modellieren: 
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Wir erreichen damit eine weitere Halbierung des Gesamtdrehmomentes. Unser Modell liefert 
folgendes Endergebnis für das Drehmoment (Mondrechnung inklusive): 
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Sechster Schritt: Diskussion des Ergebnisses und Vergleich mit der Theorie 



Wir sind damit am Ende der Möglichkeiten der Behandlung des Themas durch unsere einfache 
Modellvorstellung angelangt und können alles zusammenfassen. Die Frequenz der Erdpräzession 
berechnet sich zu: 
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Die himmelsmechanische Behandlung der Lunisolarpräzession liefert dagegen folgenden 
Ausdruck [1]: 
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Unser Ergebnis hat eine große Verwandtschaft mit dem exakten Ausdruck und zeigt die korrekte 
funktionale Abhängigkeit von Sonnen- und Mondmasse sowie der Sonnen- und Mondentfernung. 
Einsetzen dieser Werte zeigt, dass der Einfluss durch den Mond etwa doppelt so groß ist wie der 
der Sonne.  Die dynamische Abplattung der Erde, die sich aus den Hauptträgheitsmomenten C 
und A des Erdkörpers berechnet, ist mit unserem Ausdruck (c²/a² -1), den wir bei der 
Abschätzung der Wulstmasse erhielten, ebenfalls verwandt, denn in das Trägheitsmoment geht 
die charakteristische Ausdehnung quadratisch ein.  
 
Durch Einsetzen aller Zahlenwerte in die Formel für die Periodendauer eines Präzessionszyklus 
erhalten wir schließlich die Länge des Platonischen Jahres: 
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Unser Modell liefert also die richtige Größenordnung, und damit können wir bei der Vielzahl der 
Vereinfachungen sehr zufrieden sein. Bei den vorausgesetzten Kenntnissen haben wir unser 
Modell auch ausgereizt und können keine bessere Übereinstimmung mit der Beobachtung 
erzielen, die wir im Rahmen unserer Modellvorstellung sinnvoll begründen könnten. Es kommt 
uns aber von Seiten der Theorie noch eine Ergänzung entgegen, die hier nicht unerwähnt bleiben 
soll. Das von uns diskutierte Modell der äquatorialen Perlenschnur für die Wulstmasse des 
Erdellipsoiden hat Tradition in der Potentialtheorie der Gravitation, wenn es darum geht, einen 
Näherungsausdruck für das Gravitationspotential eines ellipsoiden Planeten zu gewinnen. Ein 
Blick in ein Lehrbuch der theoretischen Himmelsmechanik [4] zeigt uns, dass ein solcher Planet 
durch eine Kugel mit Polradius und einen massebelegten Faden modelliert werden kann, welcher 
die gesamte von der Kugelform abweichende Restmasse beinhaltet und die Polradiuskugel in 
einem Abstand von 2

5 ⋅ c  vom Mittelpunkt umspannt. In unserem Modell hatten wir die 
Perlenschnur am Äquator auf die Polradiuskugel aufgelegt. Der obige Hinweis lehrt uns aber, 
dass wir sie ins Innere der Polradiuskugel bei einem Radius von  2

5 ⋅ c =0,635a verlegen 
müssen. Durch die Berücksichtigung dieses ad-hoc-Hinweises reduziert sich das 
Gesamtdrehmoment auf die Erde nochmals, da nun der Hebelarm (der Abstand eines 
Massenelementes dm der Äquatorschnur zum Erdmittelpunkt) verringert ist. Berücksichtigen wir 
dies noch bei der zahlenmäßigen Auswertung, indem wir den Ausdruck a² in der Formel für das 
Drehmoment durch 2

5
2⋅ c ersetzen, so erhalten wir eine Zykluslänge von ca. 37500 Jahren. 

Dieser Hinweis lehrt uns also, dass wir uns innerhalb der richtigen Größenordnung bewegen, aber 



auch, dass durch Basteln am Ergebnis (was z.B. durch ein Überdenken des 
Erdträgheitsmomentes weiter möglich wäre) keine Steigerung der Aussagekraft erzielt werden 
kann. 
 
Wenn wir das Ergebnis der exakten Berechnung noch durch unser eigenes ausdrücken (ohne 
Berücksichtigung des ad-hoc-Hinweises), erhalten wir: 
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Abschließend bleibt zu sagen, dass unser einfaches Modell die volle Theorie der Kreiselbewegung 
und Präzession natürlich nicht ersetzen kann, aber doch eine einführende Behandlung dieses für 
die Astronomiedidaktik so wichtigen Themas der Wanderung des Frühlingspunktes im Tierkreis 
im Oberstufenunterricht ermöglicht. Die himmelsmechanische Berechnung des präzidierenden 
Erdkreisels ist sehr aufwendig und daher ein Arbeitsgebiet für Spezialisten. 
Das hier vorgestellte Modell erklärt den Einfluss der dominierenden astronomischen Größen wie 
Massen, Entfernungen oder der Rotationsdauer der Erde auf die Länge des Platonischen Jahres 
korrekt. Wie so oft bei vereinfachten Abschätzungen unterscheidet sich das Ergebnis von der 
Wirklichkeit nur um einen numerischen Faktor von der Größenordnung 1. Solche Faktoren 
schlüpfen bei einer Abschätzung immer durchs methodische Raster; sie zu bestimmen, bleibt der 
vollen Theorie vorbehalten. 
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