Bestimmung der geographischen Lage aus einer einzigen Schattenmessung
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Die Bestimmung der geographischen Lage aus astronomischen Beobachtungen gehdrt zu den klassischen
Aufgaben der Positionsastronomie. Bereits mit einer einzigen Schattenmessung l&Bt sich ein grober Wert fiir die
geographische L&nge und Breite ermitteln. Bendtigt wird nur ein senkrecht stehender Schattenwerfer (z. B. eine
StralBenlaterne), eine eingenordete Azimuthskala und eine Uhr. Die eigentliche Messung dauert nur wenige
Minuten und deshalb eignet sich das Verfahren gut fur die Durchfiihrung im Unterricht. Aber auch fur die
Durchfiihrung wéhrend einer Klassenfahrt ist es als astronomische Projektarbeit gut geeignet. Ideal ist die
Durchfuihrung vieler Einzelexperimente von allen Schillerinnen und Schilern an ihrem jeweiligen Urlaubsort.
Dann konnen bei Beginn des neuen Schuljahres die Urlaubsorte nach der Auswertung der Mel3ergebnisse
Herraten werden.

Das MeRverfahren

Die Sonnenposition wird im Horizontsystem eines Beobachters durch die Angabe zweier
Koordinaten eindeutig festgelegt - den Hohenwinkel h und das Stidazimuth a. Weil sich die
Deklination der Sonne - ihr Winkelabstand zum Himmelsaquator - von Tag zu Tag andert,
durchl&uft sie taglich einen anderen Bogen am Himmel. Tage gleicher Sonnendeklination, von
denen es jeweils zwei im Jahr gibt, wenn von den Wendepunkten abgesehen wird, sind aber
auch Tage gleichen Sonnenlaufs.

Die Deklination der Sonne muf3 fiir den Beobachtungstag einem Jahrbuch oder einer
drehbaren Sternkarte entnommen werden. Mit hinreichender Genauigkeit lai3t Sie sich auch
mit folgender Naherungsformel, die von Schlosser und Cierny* angegeben wird, berechnen:

Osomne = 23,5°[8IN( Monat [30°+Tag [1°-111°)
Monat: Nummer des Monats im Jahr

Tag: Nummer des Tages im Monat

Durch Schattenwurf werden die Héhe h und das Stidazimuth A zu einer beliebigen Tageszeit
gemessen. Auch das Datum und die Uhrzeit der Messung werden notiert. Die Hohe des
Schattenwerfers S muf3 bekannt sein, damit aus der gemessenen Schattenldnge L nach tan h =
S/L der Hohenwinkel bestimmt werden kann (Abbildung 1). Die Fldche, auf der der Schatten
vermessen wird sollte méglichst eben sein. Die Nord-Sudrichtung mul} ebenfalls bestimmt
sein. Aus Griinden einer raschen Durchfuhrbarkeit sollte dazu ein KompaR benutzt werden.
Unter Umstanden handelt man sich aber dadurch einen Azimuthfehler von einigen Grad ein,
der durch die MiRweisung der KompaRnadel und ferromagnetische Materialien in der Né&he
des MeRplatzes begrundet sein kann.

Auch bei guter Justierung der Azimuthskala liegt die Genauigkeitsgrenze des Verfahrens nur
bei rund 1 Grad. Fur eine exakte Bestimmung der geographischen Position ist es damit nicht
geeignet. Es bietet aber wegen der raschen MelRwertgewinnung und der Durchfuhrbarkeit bei
einer beliebigen Tageszeit unschétzbare didaktische Vorteile, denn nur zu oft scheitern
astronomische Arbeitsprojekte an der Organisation der Gruppe auf einen exakten und einzigen
Beobachtungstermin hin.

! Wolfhard Schlosser & Jan Cierny: Sterne und Steine, Eine praktische Astronomie der Vorzeit,
Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt 1996, S. 134




Das Auswerteverfahren

Abbildung 2 zeigt eine mogliche Sonnenposition am Himmel des Beobachtungsortes.
Eingetragen sind die Koordinaten im Horizontal- und Aquatorialsystem. Der Meridian, der
den Nordpunkt mit dem Stidpunkt Gber den Zenitpunkt verbindet, der Vertikalkreis, der vom
Zenit Uber die Sonne zum Horizont verlauft, und der Stundenkreis, der den Pol mit der Sonne
verbindet, bilden die drei Seiten des Astronomischen Dreiecks. Die Winkel dieses aus
GroRkreissegmenten gebildeten Dreiecks sind der Stundenwinkel t, der sich zwischen
Meridian und Stundenkreis aufspannt, der Winkel (180° - a) zwischen Meridan und
Vertikalkreis und der parallaktische Winkel tzwischen Stunden- und Vertikalkreis.

Fur das Astronomische Dreieck gelten die Sinus- und Kosinussétze der Sphérischen
Trigonometrie. Die Winkel und Seiten stehen dadurch in mannigfacher Beziehung. Abbildung
3 verdeutlicht die Zuordnung der astronomischen Koordinaten zu den Winkeln (A, B, C) und
den Seiten (a, b, ¢) des spharischen Dreiecks.

Sinussatz der spharischen Geometrie:
sina _ sinb _ sinc
sinA~ sinB  sinC

Kosinussatze der sphérischen Geometrie:
cos A =sin B [8inC [¢osa —cosB [GosC

cosa = cosAlSinb 8inc +cosb [Gosc

Ist die Sonnendeklination ¢ bekannt, und werden die Winkel h und a gemessen, so lassen sich
der Stundenwinkel t und die geographische Breite g@rechnerisch ermitteln. Der Stundenwinkel
t ergibt sich unmittelbar aus dem Sinussatz, wenn er auf das in Abbildung 3 gezeigte Dreieck
angewandt wird:

sint ~_sin(180°-A) sint _ sin A sint = sin Al¢os h
sin(90°-h) ~ sin(90°-3) cosh ~ cosd T coso

Die Bestimmung von g@ist umstandlicher. Dazu werden die zwei Kosinussatze auf das in
Abbildung 4 wiedergegebene Dreieck angewandt. Gesucht ist a = (90°- ¢). Bekannt sind b =
90°-9,¢=90°-h,B=180°-aund C =t (tausobiger Formel).

Im zweiten Kosinussatz wird nun der cos A durch Einsetzen des ersten Kosinussatzes
eliminiert. Danach muR nur noch nach cos a aufgelost werden. Man kommt zu folgendem
Ergebnis:

cosb [@osc —sinb [Sinc [6os B [¢osC
1-sinb @8inc8inB [SIinC

cosa =

Identifiziert man nun die Seiten und Winkel mit den astronomischen Koordinaten nach der in
Abbildung 4 gegebenen Zuordnung, erhélt man den fir die geographische Breite ¢gesuchten
Ausdruck:



. sind 8inh + cos d [dosh [Gosa [Gost
sing= . - bzw.
1-cosd [dosh [Sina Sint
sind 8inh + cos d [¢osh [Bosa [¢ost

1-cos*h(sSin%a

singp=

wenn die Formel fir sin t eingesetzt wird. Dabei fanden noch die aus den Additionstheoremen
des Sinus und Kosinus abgeleiteten Vereinfachungen sin(90°-a) = cos a, cos(90°-a) = sin a,
sin(180°-a) = sin a und cos(180°-a) = -cos a Verwendung.

Erfolgt die Messung bei Hochststand der Sonne, so steht sie auf dem Meridian und sowohl der
Stundenwinkel als auch das Sudazimuth sind Null. In diesem Fall vereinfacht sich die Formel

zu: sing=sin o [Sinh +cos d [osh

Durch die Berechnung von @ist die erste Teilaufgabe, die Bestimmung der geographischen
Breite, gelost. Fir die Losung der zweiten Teilaufgabe, der Bestimmung des Langengrades

A sind einige zeitliche Betrachtungen anzustellen. Der Langengrad eines Ortes wird in
Differenz zum Nullmeridian in Greenwich / England gezéhlt. Die auf der Uhr abgelesene
Beobachtungszeit mul} deshalb in die fur Greenwich gultige Ortszeit, die auch Weltzeit oder
Universalzeit (UT) genant wird, umgewandelt werden. Fir die mitteleuropaische Zonenzeit
gilt: MEZ = UT + 1 Stunde, bzw. wéhrend der Sommerzeit MESZ = UT + 2 Stunden.

Wer die Mitteleuropdische Zeitzone wahrend des Urlaubs verlalit, muR die
»Zeitverschiebung® zum Urlaubsland zur Ermittlung des Beobachtungszeitpunktes in UT
berucksichtigen. Zum Vergleich des Stundenwinkels t mit der Weltzeit UT der Beobachtung
muB t ins ZeitmaR Uberflhrt werden. Eine Winkelspanne von 15° entspricht einer
Zeitdifferenz von 1 Stunde, da der Vollkreis von 360° in 24 gleiche Stunden unterteilt ist. Zur
Erinnerung: Der Stundenwinkel gibt die Winkelspanne zwischen dem Meridan und dem
Stundenkreis der Sonne an, die sich am Himmelspol aufspannt. Betragt diese Spanne -30°, so
war die Messung zwei Stunden vor dem Meridiandurchgang.

Nach der folgenden Rechenvorschrift lassen sich Stundenwinkel in die Wahre Ortszeit (WOZ)
umwandeln (vor der Kulmination ist t negativ; Stundenbruchteile sind noch in Minuten
umzuwandeln).

t (in Grad
WOZ =12 Uhr +%Stunden

Die Wahre Ortszeit (WOZ) ist abschlielend noch in die Mittlere Ortszeit (MOZ) zu
uberfihren. Erst dann kann ein Vergleich mit der Weltzeit erfolgen. Wegen Ungleichheiten im
Sonnenlauf (bzw. im elliptischen Umlauf der Erde um die Sonne) und der variablen
Sonnendeklination wurde eine mittlere Sonne eingeftihrt, um im biirgerlichen Leben nicht mit
einem Zeitmal3 leben zu missen, welches auf variablen Zeitspannen zwischen
aufeinanderfolgenden Meridiandurchgangen (also: unterschiedlichen Tageslangen) basiert.
Die Umwandlung der WOZ in die MOZ erfolgt unter Anbringung einer von Tag zu Tag
unterschiedlichen Korrektur, die unter dem Namen Zeitgleichung bekannt ist. Es gilt:

MOZ = WOZ + Zeitgleichung




Die Zeitgleichung ist in der Abbildung 5 graphisch aufgetragen (entnommen aus Roth?). Mit
folgender N&herungsformel l&Rt sich der gultige Tageswert mit etwa Minutengenauigkeit auch
rechnerisch ermitteln:

Zeitgleichung = =10 Minuten [3in(2 [{ Monat [(30°+Tag [1°-111°))
+8 Minuten [Sin( Monat [30°+Tag [1°-33°)

Monat: Nummer des Monats im Jahr

Tag: Nummer des Tages im Monat

Zum Vergleich sind einige Werte der Zeitgleichung, die mit dieser Formel gewonnen wurden,
in Abbildung 5 als dunkle Punkte eingezeichnet.

Die Ortszeit und die Weltzeit kénnen nun miteinander verglichen werden. Aus der Differenz
geht der L&angenunterschied zwischen dem Beobachtungsort und dem Nullmeridian hervor.
Auch hier entspricht ein Zeitunterschied von einer Stunde einem L&ngenunterschied von 15°,
bzw. 1 Langengrad entspricht 4 Minuten( A positiv: 0stliche Langen, A negativ: westliche
Langen).

MOZ(A) =UT +A [4 Minuten
) = MOZ(A)-UT _ MOZ(A) - MEZ +1Stunde = MOZ(A) - MESZ +2Stunden
"~ 4 Minuten 4 Minuten - 4 Minuten

AbschlieRend bleibt zu sagen, daR sich mit dem vorgestellten Verfahren eine rasche
Madglichkeit bietet, die geographische Position auf der Erde zu bestimmen, ohne den
Meridiandurchgang abwarten zu missen. Den groRen Vorteil der zeitlichen Unabhangigkeit
erkauft man sich allerdings durch die kompliziertere Auswertung, die auf den Basisformeln
der spharischen Trigonometrie beruht.

Fur einen Einsatz im Unterricht kann die in Abbildung 6 gegeben Kopiervorlage fur eine
Azimuthskala benutzt werden. Zur Ausrichtung wird zunéchst ein Kompal? in die Mitte
gestellt und danach fir die Schattenmessung durch einen senkrecht stehenden Schattenwerfer
ersetzt, der z.B. aus einem Holzkegel (in jedem Bastelgeschaft erhaltlich) gefertigt ist, auf den
ein Stecknadelkopf befestigt wurde. Ein MeRprotokoll, welches die Schiilerinnen und Schiiler
z.B. am Urlaubsort erstellen, muR folgende Daten enthalten:

MeRprotokoll

Datum der Schattenbeobachtung

Uhrzeit der Schattenbeobachtung
Zeitverschiebung zur Mitteleuropéischen Zeitzone

Hohe des Schattenstabes S=
Lange des Schattens L=

Winkel des Schattens zur Nordrichtung (uber Ost gezahlt) a=
(entspricht dem Stidazimuth der Sonne, Uiber West gezéhlt)

2 Ginter Dietmar Roth (Hrsg.): Handbuch fiir Sternfreunde - Band 1, 4. Aufl., Springer Verlag, Berlin
Heidelberg 1989, S. 288
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Zuordnung:

A=t a=90°-h A=TT a=90°-@
B=11 b =90°-¢ B =180°-a b=90°-0
C=180°a c=90°-0 C=t €c=90°-h

Zuordnung:

Abbildung 3 Abbildung 4
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Abbildung 5: Zeichnerische Auftragung der Zeitgleichung



Abbildung 6: Kopiervorlage fir eine Azimuthskala



